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INFINITY

N’apprenez plus sans comprendre



Niveau : Transversal, de la 3éme a la terminale.

Prérequis :

— Repérage cartésien dans le plan
— Résolution d’équation

— Fonctions et dérivés

— Nombres complexes et congruences



1 Trigonométrie dans le triangle rectangle
1.1 Définitions

Définition : On considere un triangle ABC rectangle en A.
On définit les valeurs cos(b), sin(b), cos(c), sin(c), tan(b) et tan(c) par :

AB A A
cos(b) = BO sin(b) = B—g tan(b) = Ag
(© AC n(c) AB tan(c) AB
cos(c) = sin(c) = =— an(c) =
BC BC AC
B
D
AL \C

Un moyen mnémotechnique de retenir ces résultats est :

coté adjacent cOté opposé cOté opposé
cos(b) = Cote acjacems sin(b) = SORC Obpose t = PP

= an(b) = —————
hypoténuse hypoténuse (b) cOté adjacent

Une question : On a définit ci-dessus le cosinus, sinus et tangente d’un angle.
Dans ce cas pourquoi ne pas considérer deux demi-droites partant d’un méme point

plutét qu'un triangle rectangle ? Que se passe t'il si l'orientation et/ou les dimensions
du triangle rectangle changent ?



1.2 Applications
1.2.1 Produit scalaire

Définition : Soient deux vecteurs i et .
On définit le produit scalaire des vecteurs @ et ¥, noté < u, v >, par :

< U, U >= ||lu|]| X ||z|| % cos(i, D)

La notion de produit scalaire étant extrément vaste et constituant une lecon en elle-
méme, nous en resterons la. Il est toutefois nécessaire de I'introduire car essentielle dans
la démonstration de résultats ci-dessous.

1.2.2 Théoréme d’Al-Kashi ou de Pythagore généralisé

On considere un triangle ABC quelconque.

A
>

~C

B

On a les égalités suivantes :

AB? = AC* + BC? — 2 x AC x BC x cos(c)
AC? = AB? + BC? — 2 x AB x BC x cos(b)
BC? = AB? + AC? —2 x AB x AC x cos(a)

Démonstration : On montrera uniquement le premier résultat, les deux autres se
montrant de la méme maniere.

On calcule le produit scalaire < A_B, AB > de deux maniéres différentes :

1. < AB,AB >= ||AB|]> = AB?



< AB,AB > =< AC+ CB,AC +CB >
=< AC,AC >+ < AC,CB > + < CB,AC > + < CB,CB >
= |AC|? + ||CB|? +2 < AC,CB >
= AC? + BC? -2 < CA,CB >
= AC? + BC? — 2||CA|||CB||cos(CA,CB)
< AB,AB > = AC? + BC? — 2 x AC x BC x cos(c)

Finalement : AB% = AC? + BC? — 2 x AC x BC x cos(c)

1.2.3 Loi des sinus

sin(a) _ sin(B) _ sin(y)
a b

Dans un triangle ABC quelconque, on a les égalités suivantes : c

Démonstration : On trace en rouge la hauteur issue en C du triangle ABC.




D’une part : sin(f8) = % D’autre part : sin(a) = %.
On en déduit :
h = sin(f) x a h = sin(a) x b
sin(f) X a sin(a) X b
h= ——+- -
axb axb
b sin(f3) b sin(a)
b a

On trouve la derniére égalité en raisonnant de la méme maniére sur une autre hauteur.

1.3 Exercices
1.3.1 Exercice 1 (Un calcul de longueur) :

Calculer la hauteur de chaque tour

1.3.2  Exercice 2 (Un autre calcul de longueur) :

Quelle est |a distance séparant les deux bateaux ?
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1.3.3  Exercice 3 (Un calcul d’angle) :

Calcule, en rédigeant entiérement, la mesure
de l'angle demandée. (Tu arrondiras au degré.)

b. g3 cm
?

1.3.4 Exercice 4 (Une équation a modéliser) :

Le triangle est équilatéral de coté 1, en
rouge des carrés sont dessinés.

Avec de la trigonométrie et des racines
carrées, la valeur exacte de a vous
déterminerez.

a 2a 3a

1.3.5 Exercice 5 (Une démonstration élégante avec des "outils du college") :

Démontrer la formule de duplication sin(2a) = 1 — 2sin?(a) en utilisant uniquement
les résultats de college sur la trigonométrie et une figure adéquate que vous déterminerez.



2 Cercle trigonométrique

2.1 Définitions et premiers résultats

Définition : Dans un repere orthonormé classique (O,;,;)
On appelle cercle trigonométrique le cercle de centre O et de rayon 1.

Remarque importante : Le cercle trigonométrique peut étre obtenu en enroulant
la droite réelle. Ainsi plusieurs nombres réels seront représentés par un méme point sur
le cercle trigonométrique.

Définition : Soit z € R. Soit M le point représentant le nombre x sur le cercle
trigonométrique.

— Le nombre cos(z) est abscisse du point M dans le repere (O, i, 7).
i 7).

— Le nombre sin(x) est 'ordonnée du point M dans le repere (O, 1, j)

Propriété : Pour tout x € R,
— —1<cos(x) <1
— —1<sin(z) <1

Démonstration : Le résultat est graphiquement évident.



Propriété : Pour tout 6 € R, cos?(0) + sin?(0) =1

Démonstration :

Le triangle OHM est rectangle en H.
D’aprés le théoréme de Pythagore : OH? + HM? = OM? < cos?(0) + sin?(6) = 1.

Propriété :

z |01 g7 13|93
cos(z) | 1 @ g 210
sin(z) | 0| % g @ 1

Démonstration : On considere le repere (O, I, J) et le point M(x) sur le cercle
trigonométrique.
— Pour x = 0, z = § et ¥ = 7 les résultats sont évidents sur un cercle trigonomé-
trique.

P
— Pour z = 3,

-1.2-08 -04
2




Le triangle OIM est équilatéral. On en déduit que la droite (HM) est la médiatrice
de [O]] et donc cos(z) = 3.
On détermine sin(x) en utilisant : cos®(z)+sin*(z) = 1 et 0 < § < 5. Finalement,

_ V3

sin(z) = ¥%5°.

_ T
— Pour z = 7,

-1.21-08 -04 2 O 04 0812 16 2

-1.2

Les angles (HOM) et (OMH) sont de mémes mesures. On en déduit que le tri-

angle OHM est isocele en H.
Ainsi OH = HM < cos(§) = sin(7).



_ T
— Pour z = §,

-1.2

Ce cas se traite de la méme maniere que z = 3.
. , . , P . . 1
Le triangle OMJ est équilatéral, on en déduit sin(§) = 5 et cos(§) =

ol

Propriété : Soit x € R.
Si cos(x) et sin(x) sont connus, alors on connait également les valeurs suivantes en fonc-

tion de cos(x) et sin(x).

cos(—x) = cos(x) sin(—x) = —sin(x)
cos(x 4+ m) = —cos(x) | sin(z+7) = —sin(x)
cos(m —x) = —cos(x) | sin(m — x) = sin(x)
cos(§ —x) = sin(x) sin(§ — x) = cos(x)
cos(5 +x) = —sin(x) | sin(5 + ) = cos(x)

Démonstration :

-2 -16 -121-08
M

-1.2
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2.2

. Mj(—x) est obtenu par symétrie axiale par rapport a ’axe des abscisses du point

M (z). On en déduit les résultats énoncés.

. My(x+ ) est obtenu par symétrie centrale par rapport au point O du point M ().

On en déduit les résultats énoncés.

Ms(m — x) est obtenu par symétrie axiale par rapport a 'axe des ordonnées du
point M (x). On en déduit les résultats énoncés.

. My(5 + ) est obtenu par rotation d’angle 90 degré autour du point O du point

M (z ) On en déduit les résultats énoncés.

. M5(5 — x) est obtenu par symétrie axiale par rapport a l'axe des ordonnées du

point My (% + x). On en déduit les résultats énoncés.

Formules d'additions et de duplication

Propriété (formules d’addition) : Pour tout a,b € R, on a les égalités suivantes :

Ll

cos(a +b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)

cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)

sin(a + b) = sin(a)cos(b) + sin(b)cos(a)
(a

sin(a — b) = sin(a)cos(b) — sin(b)cos(a)

Démonstration : Démontrons dans un premier temps le deuxieéme résultat :

1.2

-1.6 —-1.2 |- 12 16 2

-1.2

Calculons < O_:4, OB > de deux manieres différentes :

1.
2.

< OA,0B >=||OA| x ||OB|| x cos(OA,0B) =1 x 1 x cos(a — b) = cos(a — b)

< OA,0B >= cos(a)xcos(b)+sin(a)x sin(b) (formule du produit scalaire avec les coordonnées)

11



Conclusion : cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)
Nous pouvons maintenant démontrer le premier résultat :
cos(a +b) = cos(a — (—b))

= cos(a) x cos(—b) + sin(a)sin(—b) (D’apres le résultat démontré précédemment)

= cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) (Par parité de cos et imparité de sin)
Montrons a présent le troisieéme résultat :

— (a+b)) (D’apres tableau page 10)
s
"))

—a) x cos(b) + sm(g —a) x sin(b) (D’apres la deuxiéme formule d’addition)

sin(a + b) = cos

1\3\21

COS

—~

I
Q
wm

(
(
0s(
sin(a) x cos(b) + cos(a) x sin(b) (D’aprés tableau page 10)

Montrons enfin le quatriéme et dernier résultat :

sin(a — b) = sin(a + (—b))
= sin(a)cos(—b) + sin(—b)cos(a) (D’apres la troisieme formule d’addition)

= sin(a)cos(b) — sin(b)cos(a) (Par parité de cos et imparité de sin)

Propriété (formules de duplication) : Pour tout a € R. On a les égalités sui-
vantes :

1. cos(2a) = cos®(a) — sin®(a) = 1 — 2sin?(a)
2. sin(2a) = 2sin(a)cos(a)

Démonstration : On utilise les formules d’addition avec a = b.

12



2.3 Résolutions d'équations et inéquations

A Taide du cercle trigonométrique, il est possible de résoudre des équations et in-
équations de maniere graphique tres rapidement.
2.3.1 Les cas simples cos(x) = a; sin(x) = b; cos(x) < a etc.

On considere deux nombres réels a et b connus. On cherche a résoudre les équations
cos(x) = a et sin(z) = b; ou des inéquations cos(x) < a etc; dans I ou I est un intervalle
réel non vide et non réduit a un singleton.

Ces équations et inéquations se résolvent aisément de maniere graphique.

2.3.2 cos(z) = cos(y) et sin(x) = sin(y)

1.2

-1.2

On considére un point M (z) sur le cercle trigonométrique. On cherche y tel que
cos(x) = cos(y). Un point P(y) sur le cercle trigonométrique vérifie la condition recher-
chée si et seulement si P = M ou P = M.

On en déduit : y = x4+ 2km ou y = —x + 2k7m avec k € Z.

De la méme maniére si 'on cherche y tel que sin(z) = sin(y), un point P(y) sur
le cercle trigonométrique vérifie la condition recherchée si et seulement si P = M ou
P = M.

On en déduit y = x + 2km ou y = (7 — ) + 2km avec k € Z.

13



2.4 Exercices

2.4.1 Exercicel:

Calculer cos({3) et sin({s).

2.4.2 Exercice 2 :

Résoudre cos(§ — x) = § dans R.

Résoudre cos(3z — §) > @ dans R.

2.4.3 Exercice 3 :

Résoudre sin(3z — §) = sin(2z + 35).

2.4.4 Exercice 4 :
On considére un repere orthonormé (O, I, J).

1. Tracer un cercle trigonométrique et placer les points I, J et M (%) sur le cercle
trigonométrique.

2. Donner les coordonées du point M dans le repére orthonormé.
3. Calculer la distance IM.
(a) Démontrer que IM = 2 x sin(g).

(b) En déduire la valeur de sin(g).

5. Calculer cos(%).

8
6. En déduire les lignes trigonométriques de : %r, %r, %’r et 3¢

g -
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3 Fonctions trigonométriques

3.1 Graphes des fonctions

1
Lom =3m -m A 90 TN om\ /3T m
2 2 2 2
=1

3.2 Parité et périodicité
Définitions :
1. On dit qu'une fonction f est paire sur R si: Vo € R, f(—z) = f(x)

2. On dit qu’une fonction f est impaire sur R si : Vo € R, f(—z) = —f(z)
3. On dit qu'une fonction f est périodique Rsi: 3T € R, Vx € R, f(z +T) = f(x)

Propriétés :
1. La fonction cos est périodique de période 27 et paire.
2. La fonction sin est périodique de période 27 et impaire.

Démonstration : Ces résultats sont évidents & I'aide des définitions de cos et sin

sur le cercle trigonométrique.

15



3.3 Dérivés

Propriétés : Les fonctions cos sont sin sont dérivables sur R et on a les résultats
suivants :

1. Vz € R, cos'(z) = —sin(z)
2. Vz € R, sin/(x) = cos(x)

Démonstration : On utilise la définition de cos et sin via les séries entiéres.

On rappelle ces définitions : Pour tout z € R,

o8} _ nZ2n
— cos(x) = nE::O %

o0
o . . (_1)nx2n+1
sin(z) = 32 2n+1)!
n=0
On rappelle qu'une série entiére est dérivable termes a termes sur son disque ouvert
pPp q q

de convergence. On en déduit pour tout x € R,

o0 (_1)nx2n+1 ,

sin/(z) = Z(

0 ( 1\n 2n

> S
= cos(x)

cos!(x) = 2(( (12):;%),

o ( 1\n 2n—1
:nz%( 1) x((;:))!xx

X (=1)" n) x g2n—1
_nz::l( 1) X((;n))!x
il
B ni;o (_122:4:13):'2 =

oo (_1)n X x2n+1
(2n+1)!



Remarque : Ici le théoréeme de dérivation sous le signe > a été utilisé sans vérifica-
tions car il s’agit d’un résultat classique sur les séries entieres. Il est cependant nécessaire
de connaitre les hypotheses de ce théoreme (et de les vérifier) dans le cadre général d’une
série de fonction.

Question : Ce cours comporte plusieurs définitions de cos et sin (Dans un triangle
rectangle, sur un cercle trigonométrique, série entiere, etc.). Comment montrer que ces
définitions sont équivalentes ?

3.4 Exercices

Exercice 1 : Etudier la fonction tangente.

Exercice 2 : Tracer la courbe paramétrée C définit pour tout t réel par :
— x(t) = 1+ 2cos(t) + cos(2t)
— y(t) = 2sin(t) + sin(2t)

17



4 Trigonométrie a I'aide des nombres complexes

4.1 Définitions :

Définition : Soit z € C*, il existe un unique p € R**, un unique 6 € [—m; x| tel
que z = p X (cos(0)+1ix sin(f)). On appelle cette écriture I’écriture trigonométrique de z.

0,
8

-3.5-3-26-2-1.5-1-0.5

-0.5

-1
-1.5
-2

-2.5

Définition :

05 115 225 335 445

On définit I’exponentielle complexe ; notée ¢ ; par € = cos(0) + i x sin(6)
Ainsi pour z € C*, on appelle écriture exponentielle de z Iécriture : pe? avec p € R

et § € [—m; 7.

Remarque : On peut écrire pour 6 € [—

— cos(0) = Re(e'?)
— sin(0) = Im(e")

4.2 Propriétés fondamentales de calcul

4.2.1 Formule de Moivre

7,

Soit n € N, soit 0 € [—m;7[. €™ = cos(nf) + i x sin(nh).

Démonstration : Il s’agit de I’écriture exponentielle appliquée a nfé au lieu de 6.

18



4.2.2 Formule d'Euler
Soit 6 € [—m;w[. On a les résultats suivants :

— cos(f) = 761-926_19

— sin(f) = eiggfﬂp

Démonstration : Soit 6 € [—m; 7.

e 4+ e cos(0) +i x sin(h) + cos(—0) + i x sin(—0)

2 2
_ cos(0) + i x sin(6) + cos(0) — i x sin()
2
_ 2cos(0)
= cos()

e — e cos(0) +i x sin(f) — (cos(—0) + i x sin(—0))

29 23
_ cos(0) + i x sin(0) — cos(—0) — i x sin(—0)
27
_cos(0) + i x sin(0) — cos(0) + i x sin(f)
B 2i
_ 2isin(0)
2
= sin(0)

4.3 Exercices
431 Exercicel :

Soit 6 € [—m; [, soit n € N*.
Calculer astucieusement; en se remémorant la somme des termes d’une suite géomé-
n
trique; la grandeur " cos(kf).

4.3.2 Exercice 2 :

us

3
En linéarisant cos®(z), calculer [ cos®(x)dx
0

4.3.3 Exercice 3 (Méthode de Cardan) :

L’objectif de I’exercice est de trouver les solutions de 1’équation z® — 3z — 1 = 0.

19



. En posant x = u + v, ré-écrire ’équation. Montrer que ’on cherche a résoudre le
systeme :
{ w4 =1

ud x v3 =1

. En posant U = u3 et V = v? quelles sont les valeurs de U et V' ?

3. En utilisant la condition uv = 1. En déduire les valeurs possible de u et v.

. Donner les solutions de I’équation 23 — 32z —1 =0

20
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