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Niveau : Premiéere et terminale spécialité / maths expertes
Prérequis : Connaisances sur les suites, les limites et les fonctions

1 Introduction

On rappelle qu'une suite est une application de N dans R. De maniere générale une
suite permet de représenter une grandeur qui évolue de maniére discrete. L’objectif de
cette lecon est d’étudier les suites particulieres dites suites récurrentes d’ordre 1
. Ce type de suite permet de représenter une grandeur qui évolue de maniere discréte
uniquement par rapport a sa derniére valeur. Ce type de grandeur est extrément courant,
il convient donc d’étudier proprement la théorie et quelques applications pertinentes.



2 Suites arithmétiques et géométriques

2.1 Suites arithmétiques
2.1.1 Définitions par récurrence et de maniére explicite
Définition : Soit (u,,) une suite. On dit que (uy,) est une suite arithmétique de raison

rsiug € R et pour tout n € N upy1 = upn +1r avec 7 € R.

Propriété (Expression explicite) : Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
Soit p € N, soit n € Nyn > p,uy, =up+ (n—p) xr

Démonstration : Cette démonstration est importante car elle constitue ’exemple
prototypique de raisonnement par récurrence.

Soit p € N, montrons par récurrence sur n > p I’hypotheése de récurrence HR,, :
"up =up + (n—p) x1r”

Initialisation : Pour n = p,u, = u, + (p — p) x r ainsi HR,, est vérifié.

Hérédité : Soit n > p, on suppose H R,, vraie. Montrons que H R, 1 est également
vraie.

(up,) étant une suite arithmétique de raison r, on a les résultats suivants :

Upt+l = Up + T
Par hypothese de récurrence : upi1 =up + (n —p) xr+r
Finalement u,41 =up + (n+1—p) x r. HR, 11 est ainsi vérifié.

Conclusion : L’hypothese de récurrence est vraie au rang n = p et est héréditaire.
On en déduit que pour tout n € N, u,, = up + (n —p) xr

2.1.2 Monotonie
Propriété : Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.
Sir > 0 alors la suite est strictement croissante.

Sir < 0 alors la suite est strictement décroissante.
Sir = 0 alors la suite est constante.

Démonstration : Soit n € N, up41 —up =7
Il est évident que le signe de r détermine la monotonie de la suite.



2.1.3 Limites

Propriété : Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.

Sir>0alors lim wu, =400
n——+oo

Sir<0alors lim wu, =—00
n—-+00

Sir=0alors lim wu, =ugy
n—-+o00

Démonstration : Soit n € N, il suffit d’écrire u,, = ug +n X r et de faire tendre n
vers —+o00.
2.1.4 Sommes de termes consécutifs

Pour démontrer le résultat sur les sommes de termes consécutifs d’une suite arith-
métique nous aurons besoin du lemme suivant :

: n nx(n+1
Lemme : Soit n € N, >}, k = #

Démonstration 1 : Ce résultat peut étre démontré par récurrence et est laissé en
exercice.

Démonstration 2 : Par un regroupement astucieux trouvé par Gauss en école
primaire !

S+S8=>"k+> k
k=1

k_

k+> n—k+1
1 k=1

Il
NE

B
Il

Il
NE

k+(n—k+1)

B
Il
—

n+1

Il
M=

B
Il

1

2S=nx(n+1)

3

Enconclusion:S:1+2+,,_+n:w

Propriété : Soit n € N, soit (u,) une suite arithmétique de raison r.

n _ (n+1)x(uo+un)
Zk:o U = 2 =



Démonstration : Soit n € N,
On rappelle que ug = ug + k X r pour k € 0,...,n, on a ainsi :

n
u0+u1+...+un:2uk
k=0

n
:Zu0+nxr
k=0

n
:(n—i—l)xuo—i—erk
k=0
1
:(n+1)><u0_|_7«xn><(;H
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2
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2
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2

=(n+1)x

=(n+1)x

=(n+1)x

2.1.5 Exercice tiré de Sésamaths

Un groupe d’enfants décide de construire la plus haute tour en briques possible.
La tour a initialement une hauteur de 40cm. Chaque enfant rajoute a la tour un étage
de 2cm.

On note u, la hauteur de la tour en cm apres le passage de n enfants. On a ug = 40

Déterminer la valeur de uq.
Exprimer w1 en fonction de u,. En déduire la nature de la suite (uy,).
Exprimer u,, en fonction de n.

Quelle est la hauteur de la tour apres le passage de 15 enfants.

SN el

Combien faut-il de passages pour que la tour mesure 1m ?

2.2 Suites géométriques
2.2.1 Définitions par récurrence et de maniéere explicite

Définition : Soit (u,) une suite. On dit que (uy,) est une suite géométrique de raison
q si up € R et pour tout n € N, up 41 = uy X q avec ¢ € R.



Propriété (Expression explicite) : Soit (u,) une suite géométrique de raison q.
Soit p € N, soit n € N,n > p,up = up x ¢" 77

Démonstration : La démonstration se fait par récurrence de la méme maniere que
pour les suites arithmétiques.

2.2.2 Monotonie

Propriété : Soit (u,) une suite géométrique de raison q.

ug > 0 ug < 0
g>1 (up) est une suite croissante | (u,) est une suite décroissante
g=1 (up) est une suite constante (up,) est une suite constante
q €[0,1] | (up) est une suite décroissante | (uy) est une suite croissante
qg<0 (up) n’est pas monotone (up,) n’est pas monotone

Démonstration :
Soit n € Ny upy1 — up =up X ¢" X (¢ —1)
1. Si ¢ =1 la suite est évidement constante.

2. Si ¢ < 0 d’'un terme a l'autre il y a changement de signe donc la suite n’est ni
croissante ni décroissante.

3. Si g > 1 le signe de u,41 — uy, est de méme signe que ug donc si ug > 0 la suite est
croissante et décroissante sinon.

4. Si g € [0,1] le signe de u, 41 — uy est de méme signe que —ug donc si ug > 0 la
suite est décroissante et croissante sinon.

2.2.3 Limites

Propriété : Soit (u,) une suite géométrique de raison q.

ug >0 ug < 0
qg>1 lim wu, = +o0 lim wu, = -
n—+400 n—400
= 1. = l‘ =
q S = [ i =
qE]—l,l[ ngr—ir-loounzo ngr—sr—loounzo
qg<-1 (up) n’a pas de limite | (uy) n’a pas de limite




Démonstration :

Soit n € N, up, = ug X ¢"

1. Si ¢ =1 la suite converge évidement vers ug.

2. Si g < —1, d’un terme a lautre il y a changement de signe et en valeur absolu les
termes deviennent de plus en plus grand donc la suite n’a pas de limite.

3. Sig > 1 q" tend vers +o0o donc la suite admet une limite et cette limite est

déterminé par le signe de ug, si ug > 0 alors lim wu, = 4+ocosinon lim wu, = —oc0
n—-+o0o n—-+o00

4. Siq€]—1,1] ¢" tend vers 0 donc lim wu, =0

n—-+o0o

2.2.4 Sommes de termes consécutifs

Pour démontrer le résultat sur les sommes de termes consécutifs d’une suite géomé-
trique nous aurons besoin du Lemme suivant :

l_qn+1
1—q

Lemme : Soit n € N, 37_, ¢ = si ¢ # 1, n+ 1 sinon.
Démonstration :

Si g =1 le résultat est évident.

Siq#1,
n n n
(1_q)xzqkzzqk_zqk+1
k=0 k=0 k=0
n n+1
k=0 k=1
n
= 1—q”+1+qu—qk
k=1
—1_ qn+1
. 1— n+1
Finalement, 3"1_, ¢* = 1(qu

Propriété : Soit (u,) une suite géométrique de raison q. Soit n € N.

Sig#1alors Y p_our = up X ! T

Sinon Y p_qur =ug X (n+1)



Démonstration :

Si g = 1 le résultat est évident.

Sig#1,

n
u0+u1+...+un:Zuk
k=0

n
= uoxg"
k=0
n

=ug X qu
k=0

1_qn+1
= X
Uuo 1—(]

2.2.5 Exercice tiré de Sésamaths

Aurélien décide de partir de Paris et d’aller & Stockholm en vélo. Il doit parcourir 2
000km.
Le premier jour, il parcourt 20km. Chaque jour, il parcourt bkm de plus que le jour
précédent.
On note u,, la distance parcourue le n-iéme jour. Ainsi, u; = 20

1. Quelle distance parcourt-il le deuxiéme jour ?
2. Exprimer u, en fonction de n, en justifiant.

3. On note s, la distance parcourue au total depuis le début du parcours, le n-ieme
jour au soir.

(a) Déterminer la valeur de s; et ss.
(b) Exprimer s, en fonction de n.

4. A l’aide de la calculatrice, détermnier au bout de combien de jours Aurélien aura
parcouru les 2 000km et sera arrivé a Stockholm.



3 Représentation graphique et propriétés dans un cadre général

3.1 Représentation graphique

L e T T

@ Représenter graphiguement une suite » G @548
1. Représenter graphiquement les 5 premiers termes de la suite (u ) définie pour toutn € N paru_=n*-2n.
2. Représenter graphiquement les 5 premiers termes de la suite (u,) définie par u, = 8 et pour toutn € N,

Unst =-Eun +1,
suiUtiun FFERERERE RS cnnseils&”élhudes FEsEsERERE RS
1. Par calcul, ou & l'aide de la 7y Il faut différencier si la suite est définie par
calcularrice, on détermine 81 1 . B : une formule explicite ou par une relation de
les 5 premiers rermes, [ E : récurrence.
Onau,=0,8=-1, A —r—=1 : Pour représenter graphiquement une suite
#,= 0,0, =3eru,=8. ﬁ st : 7 définie par une formule explicite (u_ en :
[ ) Lzl :  fonction de n), on calcule les premiers termes,
2. Pour tout n € M, on a 4 ! puis on place les points de coordonnées (n; !
u =ﬁ“n) avec I+ + u ) dans un repére, :
Sdéfinie sur B par N ¢ FlPour représenter graphiquement une suite &
Flgfs= lx e H — a4 L1 L ¢ 7 "définie par une relation de récurrence (u,_, :
2 ' , I i =flu)) ontrace la fonction f et la droite :
On place u, sur Taxe des 10 1 2 3 4 ¢ déquation y=x Il faut ensuite représenter les :
b d il ¢ termes de la suite un par un. :

Pour abtenir la valeur de s, on cherche limage de u, par la foncrion £ On obtient done la valeur de #, sur laxe des ordonnées.
Pour continuer la représentation graphique, il faur avoir la valeur de s, sur Iaxe des abscisses. Pour cela, on urilise la droite
d'équation y = x. Puis, pour obtenir #,, on cherche l'image de | par la fonction £ Ex ainsi de suite.

i H
| uli u-E uli ueE | u, X
gy ) 5 8
H -1+ !
5 i
| |
................ _a—'_ul-----------.-.‘.____---------------...-.--_-----------




3.2 Propriétés sur la monotonie de la fonction f

Les propriétés qui vont étre énoncées ne sont plus au programme mais peuvent étre
utiles et facilement démontrables.

Propriété : Soit f une fonction définie de I dans I avec I un intervalle réel non

vide et non réduit & un singleton. Soit (u,) une suite définie par ug € I et pour tout
n € Nyupr1 = fup)

1. Si f est croissante alors (u,) est une suite monotone.

2. Si f est décroissante alors les suites (ug,) et (ug,+1) sont monotones.
Démonstration :

1. Supposons que f est une fonction croissante de I dans I.

Supposons que u1 > ug, montrons par récurrence sur n € N 'hypotheése de récur-
rence HR,, "up+1 > un”.

Initialisation : Le résultat est vrai pour n = 0 par énoncé.

Hérédité : Soit n € N, on suppose HR,, vraie, montrons que HR, ;1 est égale-
ment vraie.

Par hypothese de récurrence uy, 11 = uy

f étant croissante, on a : f(upt+1) > f(up) c’est-a-dire : upyo > upt1 HRpiq est
donc vraie.

Conclusion : H Ry est vraie et la propriété est héréditaire. On en déduit que la
suite (uy) est croissante.

Siu < up par le méme raisonnement on en déduit que la suite (u,,) est décroissante.

2. Supposons f décroissante alors f o f est une fonction croissante. On en déduit de
ce qui est a été fait précédemment que les suites (ugy,) et (u2,+1) sont monotones.

3.3 Exercice classique de terminale tiré de Sésamaths

Déterminer le sens de variation de la suite (u,) définie par : u; = 1 et up41 = \/“2”7“
un

pour tout n > 1



4 Applications / Exercices

4.1 Suites arithmético-géométrique

Dans cette sous partie sur les suites arithmético-géométriques, on suppose que les
éleves ont déja rencontré la méthode pour étudier une telle suite en faisant intervenir
une suite auxiliaire. L’intérét des exercices qui vont suivre, outre de montrer que les
suites arithmético-géométriques sont utiles dans de nombreux domaines, est la phase de
modélisation.

4.1.1 Tapis de Sierpinski

L’image ci-dessus représente les six premieres étapes de la construction du tapis de
Sierpinski. Pour construire ce tapis on procede de la maniere suivante :

1. A T’étape 0, on considére un carré entierement blanc de coté 1.
2. A I'étape 1, On divise le carré précédent en 9 et on colorie le centre en noir.

3. A I’étape n+1, On reprend le résultat de I’étape n, on divise tous les carrés blancs
en 9 et on colorie les centres en noir.

On pose la suite (uy,,) représentant ’aire noire totale a I’étape n.

Déteminer pour tout n € N, une valeur de w,,.

4.1.2 Téléphone arabe binaire

On considere des individus Iy, o, ..., I, ... qui se transmettent une information dans
cet ordre. L’information est considérée soit vraie soit fausse. Intialement la premiere
personne a l'information vraie. Chaque individu transmet son information de maniére
fiable & 99 pourcents et la change en son contraire a 1 pourcent.

On pose I'évéenement A, "la n-ieme personne a recu la vraie information". On pose

la suite (p,) = (P(Ay)).
Pour tout n € N | donner une formule explicite de p,.

10



4.2 Suite harmonique

1

On considére la suite H,, définie par : H; =1 et pour tout n > 1, Hy11 = Hp + ;07

- W o=

4.3

Monter que pour tour n > 1, H, = >} %
Montrer que pour tour n > 1, Hy,, — H,, > %
Que peut-on dire de I’éventuelle limite de (H,,) ?

En encadrant chaque termes de la somme par des intégrales, en déduire un enca-
drement de H,, pour tout n > 1

Intégrales de Wallis

Soit n € N, on considere W,, = fgr/Q sin”(t)dt

4.4

1. Montrer que pour tout n € N, 0 < W,, < /2

2. Montrer que (W,,) est une suite décroissante.

3.

4. En déduire pour tout n € N une formule explicite de Wa,, et Woy, 11

Pour tout n € N, trouver une formule de récurrence entre W,, et Wy, 12

Méthodes numériques

4.41 Méthode d'Euler

Un bon exercice permettant de travailler la méthode d’Euler est un sujet de CAPES
de 2016, il s’agit plus précisément du probleme 1 de la seconde épreuve.

https://capes-math.org/index.php?id=archives

4.42 Méthode de Newton

L’objectif de la méthode de Newton est de trouver une solution approchée a une
équation du type f(x) = 0.

On se place dans un cadre favorable a cette méthode.

On considére une fonction deux fois dérivable sur un intervalle [a, b]. On suppose de
plus : f(a) <0, f(b) > 0 et f'(z) > 0 pour tout z € [a,b].

f(zn)

On définie la suite (z,,) par : o € [a, b] et zp41 = Ty — e

1. Montrer qu’il existe un unique « € [a, b] tel que f(a) =0

2. Montrer que la suite (x,,) converge vers a.

11


https://capes-math.org/index.php?id=archives

3. Soit # € [a, b]. En admettant qu'il existe ¢, € [a,b] tel que f(a) = f(z) + (o —
z) % f'(2) + 50 £ er)

Montrer par récurrence que pour tout n € N, |z, —a| < k?" x |b — a|?" avec
k= %7 avec m = minze[a,b} |f/(.TL‘)| et M = maXqeia,b] |f//(x)’

4. Montrer qu’en enlevant une des conditions d’application initiale, la méthode de
Newton peut ne pas fonctionner.

Voici un exemple de programme Python et son exécution pour la fonction f : x —
3
> +x—1.5

from math import =x
import random as rd
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def fonc(x):
return (1.0/3.0)*x*x3+x—1.5

def der(x):
return xx*x2+1

def newton(x):

n=0

X=np. linspace (1,x,1000)

Y=fonc (X)

plt.plot (X,Y)

while (abs(fonc(x))>10E—10):
plt.plot ([x—fonc(x)/der(x), x], [0, fonc(x)], 'r—’, lw=2)
n=n-+1
x=x—fonc (x)/der(x)
plt.plot ([x, x], [0, fonc(x)], 'g—’, lw=2)

return x

plt.grid ()
plt .show ()

12



Représentation graphique de la méthode de Newton

0.8

0.6

f(x)

0.4

02

0.0

X
newton{1.5)
la solution de 1'éguation’ f(x) = 8 est x = 1.880044312173
Il a seulement fallu 4 etapes pour trouver ce resultat aus

4.5 Beauté et complexité des mathématiques

Cette partie traite de résultats mathématiques trés complexes voir encore non dé-
montrés. L’objectif de ces sujets est dans un premier temps de faire prendre conscience
aux éleves que les mathématiques sont encore en vie, qu’il reste de nombreux sujets de
recherches passionants. Dans un second temps, ces sujets sont propices a la recherche
ainsi qu’a 'utilisation et la prise en main d’outils numériques. Enfin ces résultats tres
complexes sont obtenus & partir de formules extrément simples et ceci dans un sens
démontre la beauté des mathématiques.

45.1 Suite de Syracuse
On considere la suite (z,,) définie par : ug € N* et x,,41 = %1 si x, est pair 41 =
32, + 1 sinon.

1. Ecrire un algorithme prenant en entrées xy et n un entier naturel et renvoyant la
liste des n premiers termes.

2. En testant sur différentes valeurs de ug et n quelle conjecture pouvez vous faire 7
3. Ecrire un algorithme renvoyant le plus petit rang n tel que =, =1

4. Comment choisir zy pour que le plus petit rang n tel que x,, = 1 soit le plus élevé
possible ?

13



4.5.2 Ensembles de Julia et ensemble de Mandelbrot

Chercher
TICE ___8358min Modéliser

_ Représenter ~ )
B Ensembles de Julia, ensemble de Mandelbrot

Une fractale est un objet mathématique dont la structure est invariante par changement d'échelle.

Dans ce TP, nous allons étudiés les ensembles de Julia, nommés en I'honneur de Gaston Julia (XX® siecle), qui sont
un exemple de fractales. Ces ensembles sont construits a partir de suites de nombres complexes de premier terme
z, et définies par la relation de récurrence 2, = 22 + ¢ avec c un nombre complexe. Ces suites peuvent soit étre
bornées, soit diverger selon la valeur de z,.

Un ensemble de Julia rempli est I'ensemble des valeurs de z, pour lesquelles la suite est bornée.

Benoit Mandelbrot a décidé d'étudier 'ensemble des valeurs de ¢ tels que I'ensemble de Julia n’ait pas explosé en
de multiples morceaux. Cet ensemble s'appelle I'ensemble de Mandelbrot.

A » Etude sur un tableur
On souhaite déterminer si un nombre complexe z; appartient a I'ensemble de Julia rempli.
On note (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par u, =|z, |.

1. Pour tout entier naturel n, on note 4l A B ool D E = G
z,=x, +iy, avec x, et y, deux réels. e I'n X 7. u
Exprimerx, ., ety, , enfonctiondex, ety [5 7 0

2. Reproduire le tableau ci-contre dans un 3 R;{c) ]

tableur. Les cases violettes seront remplies 2 [ 1m© 2

par l'utilisateur. 3 -

a) Quelle formule faut-il rentrer dans les -

cellules E2 et F2, pour obtenir la valeur qui sera rentrée dans les cellules B1 et B2 ?

b) Déterminer les formules a rentrer dans les cellules E3, F3 et G2 pour obtenir par recopie vers le bas les valeurs
dex,y,etu,

3.0n choisit ¢ = -1. Déterminer deux valeurs de z, pour laquelle la suite (u,) semble bornée et deux pour lesquelles
elle ne semble pas bornée,

14
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: “ S8
mme p

% : : i Progra :
B » Représentation graphique d'un ensemble de Julia lenminifrimaths 0208 [EISFRES
On souhaite représenter l'ensemble de Julia pourc=-1a | .05 random import*
I'aide du programme Python !‘ ci-contre. from math import*

La fonction Julia a comme paramétre P (le nombre de from pylab import*
valeurs de z, que 'on veut tester), et N le nombre maximal | “°* Julia(P,N):

de termes de la suite (z,) que I'on va calculer pour chaque g:H

valeur de 24 for i in range(P):

On admet que s'il existe un entier n, tel que u, > 2, alors u, z0=random () *4-2+14* (random () *4-2)
n'est pas bornée. z=2z0

Donc s'il existe un entier n, inférieur a Ntel que u,, > 2, alors k=0

on n'affichera pas le point d'affixe z,. "‘mif::];s jEpel Wet-Rsm) -
1. random () renvoie un nombre aléatoire entre O et 1. g N

Que renvoie random () *4-2 ? {f k==N:

2. Tester ce programme pour : LX.append (z0.real)
a)P=1000et N=100 b) P=100000 et N=100 LY.append (z0.imag)

3. Modifier ce programme pour représenter l'ensemble de :::::";r (LX, 1Y)

Julialorsque:a)c=025 b)c=-0,12+0,74i.
(> Remarque En Python, i s'écrit 1j.

0,84
0,6
0,44
0,24
0,04
-0,2
-0,4
-0,6
-0,84

0,5 0,54

0.0+ 0,04

-0.5 -054

-1,04 -1.04

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
-15 =1,0 05 00 05 10 15 -0,75-050-025 00 025 050 075 10 -05 00 05 10

Se renseigner sur ’ensemble de Mandelbrot et écrire un algorithme permettant de le
représenter.

4.5.3 Suite de Conway

Cet "exercice / travail de recherche" est un sujet classique dans des sujets mathé-
matiques type MATh.en.JEANS et rend hommage & Monsieur John Conway décédé en
2020. On consideére la suite (u,) dont les premiers termes sont les suivants :
ug = 1,u1 = 11, u0 = 21, uz = 1211, etc.

Comment trouver les termes suivants de cette suite? Est-il possible de trouver et
démontrer des résultats sur cette suite ? Par exemple sur sa monotonie, sa limite si elle
existe, les chiffres consituant chaque terme, etc?

15
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